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1. INTRODUCCION

El Célculo Estocéstico es en realidad tdnicamente Célculo Integral Estocéastico, por lo menos
en lo que se refiere a la teorfa que quedo practicamente concluida hacia finales de los anos
70’s del siglo pasado y que en lo que sigue denominaré Célculo Estocatico Clasico. Después
esa teoria se fue ampliando y se desarrollé en varias direcciones. Ahora bien, al igual que
ocurrié con el Célculo Diferencial e Integral que conocemos, la teorfa de Integracién Es-
tocdstica se desarrollé para poderla aplicar en la solucién de cierto tipo de problemas de
interés. De manera especifica, el objetivo es poder resolver las llamadas ecuaciones difer-
enciales estocdsticas, las cuales también son en realidad ecuaciones integrales estocdasticas.
En el Célculo Estocéstico Clédsico no hay derivadas; es decir, no hay un Célculo Diferencial
Estocdstico ya que, en general, se trabaja con funciones que no son diferenciables. A su vez,
el resolver ecuaciones diferenciales estocédsticas tiene por objetivo el poder construir procesos
estocdsticos que modelen fenémenos de interés en diversas dreas.

Una ecuacion diferencial estocdstica (EDE) es una relacién de la forma:
dXt = M(Xt, t)dt + O'(Xt, t)th

donde (X;),., es un proceso estocdstico, 1 y o son dos funciones reales definidas en R? y
(W4),>0 €s un proceso de Wiener. Ecuaciones de este tipo se presentan en una diversidad de

situaciones. La idea general es que si un sistema dindmico es modelado por una ecuacion

diferencial ordinaria %X = p(t, X) y dicho sistema es perturbado por la presencia de un

dt
ruido.?leatorio, entonces la modelacién estaria dada por una ecuacién de la forma % =

wu(t, X)+o(t,X)&(t), en donde £ representa la perturbacion aleatoria. El ruido £ se modela
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usualmente como la "derivada"de un proceso de Wiener, de manera que la iltima ecuacién
se escribirfa en la forma:

dXt = /L(Xt, t)dt + O'(Xt7 t)th
i es llamada el arrastre (drift) y o la volatilidad.

El proceso de Wiener es un modelo matemaético desarrollado por Norbert Wiener, entre los
anos entre 1921 y 1923, del movimiento browniano, el cual consiste en el movimiento que
presenta una pequena particula suspendida en un liquido, el cual es debido a los choques
de las moléculas del liquido con la particula. Fue estudiado a fondo por Robert Brown en el
ano 1827, de ahf su nombre. La explicacién de este movimiento observado por Brown la dio
Einstein basdndose en la teoria molecular.

Lo que hizo Wiener fue definir un espacio de probabilidad (2, S, P) y, para cada t > 0, una
variable aleatoria W; : Q — R de tal manera que la familia (W;);>( tenga las propiedades
que se considera tiene un movimiento browniano, las cuales son las siguientes:

1. Las posibles trayectorias t — W; son funciones continuas.

2. E[Wy] = 0 para toda t.

3. Dados 0 < s < t, W, — W, es independiente de la trayectoria seguida hasta el tiempo
s.

4. Dados 0 < s < t, la distribuciéon de W; — W, es una funcién de t — s.

Se puede mostrar que bajo estas condiciones, W; — W, tiene distribucién normal con media
cero y varianza t — s.

En el modelo desarrollado por Wiener se puede mostrar que, con probabilidad 1, las funciones
t — W; no son diferenciables; asi que o(X;,t)dW; no puede entenderse en el sentido usual.
En sentido escrito una EDE es en realidad una ecuacién integral:

Xo = Xo+ [5 (X, 8)ds + [) o(X,, s)dW,

Sin embargo, al no ser diferenciables las funciones t — W;, tampoco son de variacién acotada;
de manera que la integral fot o(Xs, s)dW, no puede entenderse en el sentido usual, como una
integral de Stieltjes.

De ahi la importancia del resultado de K. Ito (Stochastic Integral, 1944) al darle un sentido
preciso a una integral de la forma f(f ZsdWy para una familia amplia de procesos (Z;);cr+-
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Para entender y exponer la manera en que Ito le dio sentido a una integral con respecto al
proceso de Wiener es necesario familiarizarse con algunos conceptos, entre ellos los siguientes:

1.
2.

Ot = W

El teorema de Radon-Nikodym.

El concepto de esperanza condicional de una variable aleatoria dada una o—4&lgebra.

. El concepto de Martingala.
. Los espacios de Hilbert L2
. Los diferentes tipos de convergencia de variables aleatorias.

. Las propiedades del proceso de Wiener.
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Son dos las propiedades bésicas del proceso de Wiener que permitieron a Ito definir la integral
estocdstica fot ZdWs.

1. El proceso de Wiener (W;),cgr+ es una martingala.
2. El proceso (W2 —t),.p+ €s una martingala.

La integral de Ito se define primero para una familia de procesos simples y después se extiende
a otro tipo de procesos tomando limites:

Se comienza con procesos de la forma Hy(w) = I(q4xr(t,w), para los cuales se define:
[ HdW, = (W, — W,)Ir

fot H Wy = [ Hglp(s)dWs para cualquier ¢t € RT

De manera que se tiene:

0 sit<a
Jy HdW, =3 (W, = W,)Ip sia<t<b
(W = Wo)Ip sit>b

Definiendo, para cada t € RT, N, = fot H,dW5, se tienen las siguientes propiedades:

1. (N¢)ier+ es una martingala continua nula en cero.

t . .
2. (Nt2 -/, Hfds) es una martingala continua nula en cero.
teR*

El siguiente paso consiste en definir la integral para un proceso del tipo Z;(w) = Y-, ckHt(k) (w),
donde ¢y, ¢a, . .., ¢, son constantes y, para cada k € {1,2,...,n}, Ht(k)(w) = L(ay pu]x Fi (B, w).
Para un proceso de este tipo se define:

¥ Zaw, = o [ HP aw,

Aqui se requiere verificar que esta definicién no depende de la representacién particular de Z
como una suma de la forma > )" | e, H (k). Una vez verificado esto, definiendo N; = f(f ZdWs,
se tienen las siguientes propiedades:

1. (Nt)ier+ es una martingala continua nula en cero.

t . .
2. (Nt2 -, Zfdv) es una martingala continua nula en cero.
teR+

. t . .
En particular, como el proceso (Nf — fo Zfds) es una martingala nula en cero, se tiene,
teR+

para cada t € R*:
E[N2=E [ I Zfds}

Esto define una isometria entre dos espacios L?, la cual permite extender la integral estocés-
tica a todos los procesos que se puedan generar mediante procesos del tipo de los procesos
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(Z¢)ter+ definidos arriba. La integral estocéstica queda asi definida para una familia bas-
tante amplia de procesos, la cual incluye a todos los procesos continuos (Z;);cr+ tales que

E [f(f Zfds} < oo para toda t € RT.
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En lo que sigue asumimos que tenemos definido un espacio de probabilidad completo (€2, F, P).
Que sea completo significa que F contiene a todos los subconjuntos de los conjuntos de pro-
babilidad cero.

2. TEOREMA DE RADON-NIKODYM

Definicién 1. Sean p y v dos medidas definidas sobre el mismo espacio de medida. Se dice
que v es absolutamente continua con respecto a i, lo cual serd denotado por v < u, st
v(E) = 0 para cualquier conjunto medible E' tal que u(E) = 0.

Teorema 1 (Radon-Nikodym). Supongamos que p es finita y que v es absolutamente
continua con respecto a i, entonces existe una funcion medible no negativa f tal que v(E) =
i) 5 Jdu para cualquier conjunto medible E.



3. ESPERANZA CONDICIONAL

El concepto de Esperanza Condicional es bésico en la Teoria de la Probabilidad Moderna.
Su definicién fue formulada por Kolmogorov en su libro de 1933 (Foundations of the Theory
of Probability), en el cual establecié la formulacién de la Teoria de la Probabilidad que
prevalece hasta nuestros dias. La definicién general de la esperanza condicional estd basada
en el teorema de Radon Nikodym, publicado en el ano 1930. Ese teorema fue la conclusién
de la investigaciéon que inicié Lebesgue acerca de la condicién para que una funcién sea una
integral indefinida, la cual consiste en que esa funcién tiene que ser absolutamente continua.
Radon continué esa investigacién y establecié el ahora llamado teorema de Radon-Nikodym
para el caso de medidas en R". El resultado de Nikodym fue mucho més general ya que lo
formul6 habiéndose desarrollado ya una teorfa general de la medida. Unicamente pasaron 3
anos para que Kolmogorov hiciera ver la importancia del resultado de Nikodym en la teorfa
de la probabilidad.

Ahora el concepto de esperanza condicional es una de las principales bases para el estudio e
incluso la definicién misma de los procesos estocdsticos, ya que precisamente se constituyé
en la herramienta central para tratar con variables aleatorias dependientes.

Teorema 2. Sea X una variable aleatoria de esperanza finita y G una sub o-dlgebra de F,
existe entonces una variable aleatoria Z, medible con respecto a G, de esperanza finita y
tal que fB ZdP = fB XdP para cualquier conjunto B € G. Ademds, st Y es otra variable
aleatoria con las mismas propiedades que 7, entonces Y = Z c.s.

Definicién 2. Sea X es una variable aleatoria de esperanza finita y G una sub o-dlgebra
de F. Se dice que Z es una version de la esperanza condicional de X con respecto a
G y se escribe E[X | G| = Z c.s. si Z una variable aleatoria medible con respecto a G, de
esperanza finita y tal que [ g LdP = /. 5 XdP para cualquier evento B € G.

La siguiente proposicién muestra que la esperanza condicional tiene propiedades similares
a las de la esperanza no condicional. Se muestra también que tiene las propiedades que
podrian esperarse con una buena definicién, por corresponder a la idea intuitiva del concepto.
Finalmente, se muestran otras propiedades especificas de la esperanza condicional, las cuales
no resultan evidentes a partir de la idea intuitiva.

Proposicion 1. Sean X y Y dos variables aleatorias de esperanza finita, G y H dos subo -
dlgebras de F y c una constante. Se tienen entonces las siguientes propiedades:

Elc| G| =c.

EleX |G =cE[X | ]

EX+Y |G|=FE[X|G]+E[Y|d].

Si X es G-medible, entonces E'[X | G] = X.
E[E[X | 6] = B[X].

Si G CH, entonces E[E[X | H] | G] = E[X |
Si X es independiente de G, entonces E[X | G
Si X <Y, entonces E[X |G| < E[Y | G].
EX |Gl <E[X][g]

gl.
| = E[X].

e I e



4. MARTINGALAS

Para cada t > 0 consideremos una o-dlgebra 3; C &, la cual representa la historia hasta el
tiempo ¢, de tal manera que ¥, C S para s < ¢t. A una familia (S):;>o de este tipo se le
llama una filtracién.

Se dice que un proceso estocdstico (X;);>o estd adaptado a la filtracién (3y):>o si, para
cada t > 0, la funcién X; : 2 — R es $;—medible.

Se dice que un proceso (M;);>o es una martingala si se satisfacen las siguientes tres
propiedades:

1. El proceso (M;):>o estéd adaptado a la filtracion ().
2. Para cada t > 0, M; es una variable aleatoria de esperanza finita.
3. Dados s < t, se tiene E [M; | S| = M.

5. Espacios L?

Denotaremos por £2? al conjunto de variables aleatorias X tales que fQ X2dP < .

El conjunto de clases de equivalencia en las cuales queda partido £2, mediante la relacién de
equivalencia definida por la igualdad casi en todas partes, seré denotado por L2.

Cada elemento de L” es un conjunto de variables aleatorias con la propiedad de que cualquier
par de ellas son iguales casi en todas partes.

N|=

Si X € L?, definimos || X||, = (f,, X?dP)>.

Vamos a enunciar, sin demostracién, las propiedades que tienen los espacios L2.
Proposicién 2. L? es un espacio vectorial sobre R.
Corolario 1. La funcion ||||,, definida sobre L?, es una norma.

Teorema 3. L?, con la norma ||||, es un espacio normado completo; es decir, cualquier
sucesion de Cauchy en L? es convergente.

Si X,Y € L?, definimos (X,Y) = [, XYdP

Proposicién 3. La funcion (X,Y) — (XY, definida sobre L?>x L? es un producto interior;
es decir, satisface las siguientes propiedades:

(aX +BY,Z) = a(X,Z) + (Y, Z) para cualesquiera a, 3 € Ry X,Y,Z € L2
(X, X) > 0 para cualquier X € L.
(X,X)=0siysolosi X =0.

Obviamente se tiene || X Hg = (X, X); de manera que, siendo completo, L? es un espacio de
Hilbert.



Lema 1. Toda funcion simple o pertenece a L.

El siguiente resultado se utiliza para definir la integral estocéstica.

Teorema 4. El conjunto de las funciones simples es denso en L>.
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6. CONVERGENCIA DE VARIABLES ALEATORIAS

Sea (X, )n>1 una sucesién de variables aleatorias.

1. Se dice la la sucesion X,, converge en probabilidad si existe una variable aleatoria
X tal que lim,,_,o P [|X,, — X| > ¢] = 0 para cualquier £ > 0. En ese caso se escribe
1m0 (P) X, = X, 0 bien X,, = X.

2. Se dice la la sucesiéon X,, converge con probabilidad 1, o casi seguramente, si
existe una variable aleatoria X y A € S tales que P(A) = 1y lim,, ., X, (w) = X (w)
para cualquier w € A. En ese caso se escribe X,, — X.

3. Si las variables aleatorias X,, tienen esperanza y varianza finitas, se dice la la sucesion
X,, converge en L?, o en media cuadrética, si existe una variable aleatoria X, de
esperanza y varianza finitas, tal que lim,, o, [(Xn — X)Q} =0.

Un resultado importante es el siguiente:

Proposicion 4. Sea X, una sucesion de variables aleatorias que converge a la variable
aleatoria X con probabilidad 1 o en media cuadrdtica, entonces X,, converge a X en proba-
bilidad.
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7. PROPIEDADES DEL PROCESO DE WIENER

Proposicién 5. Si (W;);cr+ €s un proceso de Wiener, entonces los procesos (Wy)ier+ Y
(W2 = t),ecr+ son martingalas.

Demostracién

Para s < t, se tiene:

EW, =W, |Ss]=E[W, — W4 =0

EW2=WZ|S]=E[W, = W)*|S] = E[(W, = W)’] =t —s
Asique, E[W; | S, =W,y E[W2—1t|S,] = W2 —s.

Teorema 5. H]lgl'Hm Sy (W, — Wtk71)2 =b—a en L?
—0

donde P={a =1ty <t; <---<t,=0b} es una particion del intervalo |a, b)].
Demostracién

Recuérdese que si X es una variable aleatoria con distribucién normal de esperanza 0 y
varianza o2, entonces F [X?"] =1-3-5---(2m — 1)0®™ para cualquier m € N.

Sea Ay = (W, — Wtk—1)2 . Se tiene entonces,
E[A] =t —ty
2 2 1 2
VAL = B [(A] = (BIAD) = B (Wi, = Wi, )] = (8 — tea)
=3t —te1)” — (b — tee1)” = 2 (b — ten)”
Por lo tanto,
[ n 2 n n
B _Zk:l (Wtk - Wtkfl) ] = ER i Akl =2 (e —tea) =b—a

Ademids, como Aq, As, ..., A, son variables aleatorias independientes,

B (S 0 = W) = 0= )| = VIS, Al = T VI

=230 (te = taa)” S 2|1P| 25 (e — teer) = 2(0 — @) |||

Por lo tanto,

lim E {(Z}Zzl (Wy, = W ) = (b— a)ﬂ —0

1P]—0
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Al limite Hhﬁn Y ores (VVtk I/Vtk_l)2 se le llama la variacién cuadratica de (W;) en el
P||—0

intervalo [a, b].

Corolario 2. Las trayectorias del proceso de Wiener no son de variacion acotada.

El hecho de que las trayectorias del proceso de Wiener no sean de variacién acotada se refleja

en problemas del siguiente tipo:

Proposicion.

L dim (P) 320 Wy, [We, — We | = W7 — 5t

[P[—0

2. lim (P)Y0, Wi, [Wiy — Wiy ] = 1W2 + 1t

[1P[l—0

donde P ={0 =1ty <t; <--- <t, =t} es una particién del intervalo [0, ¢].

Demostraciéon

ZZzl Wtk—l [M/tk - Wtk—J Zk 1 [Wtk 1Wtk - VVtk 1]

_ZZZ]_ 2V[/tlcflV[/tk Zk 1 tk 1 Zk 1 tk 1]

D=

:% _ZZ:I 2Wtk—1Wtk Zk 1 tk 1 Zk 1 + Wt2i|

[ n 2 n 2
= % _Wt2 - Zk:l (Wtk - VVtk—l) } = 1W2 5 Zk:l (VVtk - Wtk—l)
Por lo tanto,

HPH 0( )Zk 1Wtk 1 [VVtk Wtk—J

n 2
= %WE ) hm ( )Zk:l (I/Vtk - Wtkﬂ) - %WE - %t

22:1 Wtk [Wtk - Wtk—1:| Zk: 1 [ t WtkWtk—1]
= % [_ ZZ:l 2Wtk71Wtk + ZZ:I Wti + ZZ:l Wti]

%|: Zk 12Wtk 1Wtk+2k1 +Zk1 tk 1+W2]

n 2 n 2
LW+ S (W = Wal)?) = AW LS (W — W)
Por lo tanto,

HPH 0( )Zk 1Wtk [Wtk Wtk—1j|

n 2
=iW2+1 lim (P)Yp_, (Wy, =Wy, ) =sW2+ 1t

2P =0
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Como puede verse, los dos limites de la proposicién anterior son distintos por el hecho de
que la variacién cuadrética de (W;) es distinta de cero.
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8. LA 0-ALGEBRA PREVISIBLE

Asumimos que tenemos una filtracién {3, : ¢ € R*}. Cuando se diga que un proceso (X;),cp+

0 (Xi), g+ estd adaptado se asume que lo estd a la filtracion {S; : t € R}.

Si (X)ier+ €s un proceso estocdstico, denotaremos por X a la funcién X : Rt x Q — R
definida por X (t,w) = X;(w). Inversamente, si X : RT x 2 — R es una funcién tal que, para
cada t € R la funcién w — X (¢,w) es una variable aleatoria, denotaremos por (X;);cg+ al
proceso estocéstico formado por las variables aleatorias X; : Q — R, definidas por X; (w) =
X (t,w). Si C es un subconjunto de RT x Q y t € R*, denotaremos por C; a la funcién
w — I (t,w), definida sobre €.

Definicién 3. Sia,b € RU{co} ya < b, definamos (a,b| de la siguiente manera:
| (a,b] sibeRT
(a,b|—{ (a,b) sib=o0

Definicién 4. Entenderemos por un rectangulo de R x Q un conjunto de la forma (s,t| X F
6 {0} x F, donde s,t € E+, s <tyF €. Diremos que el rectangulo (s,t| x F (resp.
{0} x F') estd adaptado a la filtracion {%t 1 e @Jr} si F € Qs (resp. F' € o). Denotaremos

por R a la familia de rectangulos adaptados y por A a la familia de conjuntos de la forma
U?:1 E; donden € N y Ey, ..., E, son rectdngulos en R, ajenos por parejas.

Se tiene:

)0eR

ii) Si Fy, Fy € R, entonces E1 N Ey € R.

iii) Si £ € R, entonces E° € A.

Por lo tanto, R es un m-sistema y A es un algebra de subcontuntos de Rt x .

Obsérvese que si F € R, entonces el proceso (X,),er+ definido por X,(w) = Ig (u,w) es
continuo por la izquierda y estd adaptado.

Definicién 5. La o-dlgebra de subconjuntos de RT x Q generada por R es llamada la o-
dlgebra previsible y la denotaremos por P. Diremos que un proceso estocdstico (Xi)ier+ €s
previsible si la funcion X : RT x Q — R, definida por X (t,w) = X; (w), es P-medible.

Definicién 6. Diremos que una funcion Z : RT x Q — R es elemental si tiene la forma
= Z;”Zl bilg,, donde by, ..., b, son nimeros reales y F, ..., E, son elementos de R. En
ese caso, el proceso (Z,)uer+ definido por Z,(w) = Z(u,w) también serd llamado elemental.
El conjunto de procesos elementales serd denotado por E.

Obviamente, todo proceso elemental es P-medible.

Como R es un 7-sistema, el producto de dos funciones elementales es una funcién elemental.
En particular, como I} gx0 = I{oyxa +L(0,4xo es elemental para cualquier ¢ € R*, si Z es una
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funcién elemental y ¢ € R™, entonces la funcién Z1 0,4xQ, la cual denotaremos simplemente
por ZIjp,, es una funcién elemental.

También I, es una funcién elemental para cualquier A € A.

Obviamente, el conjunto de funciones elementales es cerrada bajo sumas y multiplicacién
por un nidmero real, as{ que forma un espacio vectorial.

Si Z = 3, belp, es una funcién elemental y {di,...,d,} es el conjunto formado por
todos los distintos posibles valores no nulos de Z, definamos, para k € {1,...,n}, Dy =
{(t,w) e R" x Q: Z(t,w) = di}, entonces los conjuntos Dy, ..., D, son ajenos por parejas
y Z =Y ;_, diIp,. Esta tltima expresién serd llamada la representacién canénica de Z.
Ademds, para cada k € {1,2,...,n}, Dy € A. En efecto:

Una funcién elemental Z tiene también las siguientes representaciones:

1) Z =%,_, cklc,, donde ¢4, ..., ¢, son nimeros reales y Cf,...,C, son elementos de R
ajenos por parejas. En este caso, los coeficientes ¢y, ..., ¢, no necesariamente son distintos
entre si.

2) Z = aolioyxcotopet @t 1 a1 x e F0nt1 (1 1) x Gsr » dONAe a9, @1, . . ., Gpqq SON NMETOS
reales, to,t1,...,t, ERT y 0 =ty <t; <ty--- <t, <ty =00, Gy € Fyy, para cada
ke{l,2,...,n+1}, G, € F;,_,. En este caso alguno(s) de los coeficientes ag, ay, ..., Gni1
pueden ser iguales a cero.

Si /1 es una medida definida sobre P, denotaremos por L3 (i) al espacio L* (R x Q, P, u).

Lema 2. Supongamos que i1 es una medida finita definida sobre P. Entonces, para cualquier
E € P, I es limite en L% (u) de elementos en E.

Corolario 3. Supongamos que i es una medida finita definida sobre P. Entonces, cualquier
funcion simple P-medible es limite en L% (1) de elementos en E.

Proposicion 6. Sea p una medida definida sobre P. Entonces, para cualquier funcion f €
L3 (w), existe una sucesion (f,), oy de funciones en € y una sucesion no decreciente (Ay),, oy
de conjuntos A, € P, de medida finita, tales que la sucesion (fnla,),cy converge a f en
L% (u). Si la medida es finita, se puede tomar A, = R™ x Q para cualquier n € N.
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9. INTEGRALES ESTOCASTICAS DE PROCESOS ELEMENTALES

Si Z es una funcién elemental, entonces, para cada w € €, la funcién s — Z (s,w) de RT en
R es escalonada. En efecto, Z admite la siguiente representacion:

Z = aoloyxco + D pet el x G T U1 Lt 1) x G

donde ag, ai, ..., a,41 son nimeros reales, to,ty,...,t, € RT, 0 =tg < t; <ty < t, <
the1 =00, Go € Foy, paracada k € {1,2,....n+ 1}, G, € Fy,_,.

Asi que, si s € RT:
Z (Sv w) = aplg, (w) I{U} (S) + 2221 arla, (w> I(tk—htk] (S) + an+IIGn+1 (W> I(tn,tnﬂ) (5)

Por lo tanto, si f : RT — R es una funcién continua, la funcién s — Z (s,w) es Riemann-
Stieljes integrable con respecto a f sobre cualquier intervalo cerrado y acotado de R™.

Definiciéon 7. Para cada funcion elemental Z, t € RT y w € Q, definamos:

I3 Zy () dM, (w) = (RS) [y Zs (w) AW, (w)

donde (RS) indica que se trata de una integral de Riemann-Stieltjes.
Para cada t € R, denotaremos por [y Z,dW, a la funcion w — [ Z, (w) dW, (w)
Teorema 6. Sea E € R, Z = I vy, parat € R*, N, = fot Z,dW,,, entonces:

(Ni)er+ €s una martingala continua y nula ent = 0.

El proceso (Nt2 = f(f Zﬁdu) , €suna martingala continua y nula en t = 0.
teR

Demostraciéon

Si E={0} x F, con F € Sy, entonces, para cualquier t € R, N, =0y N? — fg Z%du = 0,
asi que el resultado es trivial.

Supongamos ahora que E = (a,b| x F, con a,b € R tales quea<by F €S,.
Se tiene, para cualquier ¢t € R™:

0 sit<a
Ny=<X Wy =Wylp sia<t<b
(Wb_Wa)IF Slth

0 sit<a
Nt2 - f(f Zﬁdu = (W, — Wa)2IF —(t—a)lp sia<t<b
(Wb—Wa)2[F—(b—&)IF Sltzb

Obviamente, N, y N? — [ Z2ds son 3;-medibles, de esperanza finita y nulas si ¢ = 0.

Definamos, para t € RT, Y; = N2 — fg Z2du.



Para s < t, se tiene:

e}

sit<a
Wy, =Wl sis<a<t<b
Wy =W)lp sta<s<t<b
Wy—Wy)lp sta<s<b<t
sia<b<s<t

Nt_Ns:

[ R N N

Asi que E' [Ny — N, | Q5] =0, ya que (W,);er+ es martingala.

o

sit<a

W, — W,o)2Ir — (t — a)lr sis<a<t<b
Wy =W )2p — (W =W )2Ip—(t—8)Ip sia<s<t<b
Wb—Wa)2IF—(WS—WQ>2[F—<[)—S>[F sia<s<b<t

Y-V, =

o~~~

0 sia<b<s<t
Por lo tanto:
E[Y, = Y| S
(0 sit<a
E[(W, = W,)2Ir — (t —a)Ir | Sy sis<a<t<b

= E((W, =W Ip— (W, =W )2 Ip—(t—98)Ip|S] sia<s<t<b
E[(Wy = W) Ip — (W, — W) —(b—98)Ip|S,] sia<s<b<t

\0 sta<b<s<t
(0 sit<a
E[(W2-=WH1Ir—(t—a)lr]| S sis<a<t<b

= E[W2-=WHIp— (W2 -WHIp—(t—5)Ip|S,] sia<s<t<b
E[(W2—=WAHIp— (W2 —=WHIp—(b—98)Ip |y sia<s<b<t
0 sia<b<s<t

0 sit<a

E(W?2—t)Ip— (W2 —a)lr|S, sis<a<t<b
=S E{W2—0)Ip—(W2—-35)Ip|S,] sta<s<t<b
E[(W2—=bIp— (W2 —-98)Ip|S] sia<s<b<t
0 sia<b<s<t

\

Asi que E[Y; — Y, | ] =0, ya que (W2 — t);cp+ es martingala.

Proposicion 7. Sean E,G € R ajenos, U = Ig yV = I entonces:

El proceso <<f0t UdeS) (f(f VSdWS>> es una martingala continua y nula en t = 0.

teR+

Corolario 4. Si Z es una funcion elemental y, para t € RT, N, = fot ZdW,, entonces:

(Ni);ep+ €8 una martingala continua y nula ent = 0.
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El proceso (Nt2 — fot ZSst) , esuna martingala continua y nula ent = 0.
teR
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10. EXTENSION DE LA INTEGRAL ESTOCASTICA A LOS PROCESOS EN L3

Teorema 7. Si (Z;),.z+ €s un proceso previsible en L3 (), existe una dnica martingala
continua nula en cero, (Ni),cp+, tal que:

i) Si (Z ("))neN es una sucesion de procesos elementales que converge a Z en L (i), en-

tonces, para cualquier t € R, la sucesion (fot Zs(n)dMs> converge a Ny en L? (Q,S, P).
neN

ii) E[N?| = FE [f(f Z2d (M, M}s} para cualquier t € RY.

Sea, (Z;)>0 un proceso adaptado y continuo tal que £ [ fot Zfds} < 00, la integral estocdstica

M, = fot ZdWy esté entonces bien definida y tiene las siguientes propiedades:

. M() - O

. (M})>0 €s un proceso continuo.

. (M})¢>0 es una martingala.

- ME - f(f Z2%ds es una martingala.

s ZdW, = lm(P) Y Z,, (Wi, — Wi, )

- Jo(aZ, +Y,)dW, = a [} Z,dW, + b [ VAW,

S O = W N

El proceso fot Z2%ds es llamado el compensador de la martingala M, y se le denota por
(M, M),. Obsérvese que se trata de un proceso adaptado y no decreciente.

o o, t L. .
Proposicién 8. El proceso A; = fo Z%ds es el 1inico proceso adaptado, no decreciente, nulo
en cero y continuo tal que M? — A; es una martingala.

Sea (Z;)i>0 un proceso adaptado y continuo y M; = fg ZsdWs. Si (Y)i>0 es otro proceso
adaptado y continuo, se define:

t ¢
fO }/;dMs = fO Y;stWs
El proceso N; = fot Y,dM, estd entonces bien definido y tiene las siguientes propiedades:

NO — 0

(Nt)t>0 €s un proceso continuo.

(N¢)i>0 es una martingala local.

Existe un dnico proceso (A;);>o0 adaptado, no decreciente, nulo en cero y continuo
tal que M? — A; es una martingala local.

Jo YodM, =1 (P) Yy, , (M, — My,_,)

. [ (X, +bY)dM, = a [} X, dM, +b [) YodM,

7. Si (Z,)i>0 es otro proceso adaptado y continuo y M, = fot Z.dW,, entonces:

Jo Yed(M, + M) = [§YedM, + [y YidM,

Ll e

o> o

El siguiente resultado es clave para poder calcular integrales estocdsticas.
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Teorema 8. Sea (Z;)i>o un proceso adaptado y continuo y sea My = fot Z,dW , entonces:

lim (P) Y0, (M, — M, ,)* = M2 —2 [ M,dM,

1 P[|—0
en donde P ={0 =1y <ty <---<t, =1t} es una particion del intervalo [0,t].
Demostracién

n 2 n
Zkzl (Mtk - Mtkﬂ) = Zk:l (Mti + Mti,l - 2Mtk71Mtk>
= Sy (M2 - MZ £ 202 20, M)
= ZZ:l [‘]\4152;C - Mtzk_l - 2Mtk—1 (Mtt - Mtkfl)]

=MZ—230 My, (M, — M, )
Por lo tanto,

’ n 2 7z n
lim (P) Zk:l (Mtk - Mtkq) - Mt2 — 2 lim (P) Zk:l Mtkq (Mtt - Mtkfl)

| P[[—0 |1 P||—0

= M? -2 [} MM,

Corolario 5. El proceso (M, M), = M} — 2 fot M,dM, es adaptado, no decreciente, nulo en
cero Yy continuo.

Corolario 6. [, M,dM, = 1M? — 1 (M, M),

Corolario 7. ||11)1’”m (P) >y (M, — Mtk_l)2 = (M, M),
=0

donde P={0=1ty <t; <--- <t, =t} es una particion del intervalo [0,1].

Al limite Hlljil{n (P)>p_y (M, — ]\4,5,6_1)2 se le llama la variacién cuadratica de (1M;).
—0
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11. FORMULA DE INTEGRACION POR PARTES

Sea (Z;)>0 un proceso adaptado y continuo, y M; = fot ZdWs.
La férmula f(f M,dMs = %Mf — % (M, M), puede escribirse de la siguiente manera:
M2 =2 [} MM, + (M, M),
Sea (Y;)i>0 otro proceso adaptado y continuo y sea [V, = fot Y.dW , entonces:
M+ N, = [[(Z, +Y,)dW,
Asi que:
(M + N, M+ N), = [1(Zs+ Yy)?ds = [s Z%ds +2 [} Z,Ysds + [} Y2ds
= (M, M), + (N,N), +2 [] Z,Y.ds
Ademais:
M} + 2M Ny + N} = (M, + Ny)?
=2 [0(M, + Ny)d(M, + Ny) + (M + N, M + N),
=2 [ MM, +2 [} MydN, + 2 [y NodM, +2 [} NJdN, + (M + N, M + N),
= M2 — (M, M), + N} — (N,N), + 2 [} MydN, +2 [ NyJdM, + (M + N, M + N),
= M2+ N2 +2 [ MydN, +2 [| NJdM, + 2 [y Z;Y.ds
Asi que:
MN; = [ MydN, + [y NJdM, + [} Z.Y,ds
En particular, se tiene que M;N; — f(f ZsY,ds es una martingala (local).

Definamos:
(M,N), = [ Z,Y.ds

Obsérvese que asf definido, el proceso B; = (M, N), es el tinico proceso adaptado, de variacién
acotada, nulo en cero y continuo tal que M;N; — B; es una martingala (local).

De esta manera, se puede escribir la férmula de integracién por partes para martin-
galas (locales):

M,N; = [ MydN, + [y NydM, + (M, N),
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12.  FORMULA DE ITO
Sea X = A; + M;, donde (A;):>o es un proceso adaptado, de variacién acotada, nulo en cero
y continuo, y M; = fot ZsdWs, donde (Z;);>0 es un proceso adaptado y continuo.

Vamos a expresar las potencias de X; por dos razones muy importantes: 1. Al expresar esas
potencias se mostrard de paso que los procesos (X}'),., son semimartingalas. 2. Una vez
que se tienen expresadas las potencioas de X, se puede pasar inmediatamente a expresar un
polinomio formado por una combinacién lineal de potencias de X;; el siguiente paso consistird
en la representacion de una funcién F (X;), donde F' es una funcién de clase C?; es decir,
una funcién con segunda derivada continua. Obtendremos de esta forma la férmula de Ito,
la cual es la herramienta bésica para el manejo de las integrales estocéasticas.

Ya tenemos X; y X2
X, = [y dX,
X =2 [ X dX, + (X, X),

Para expresar X como semimartingala, vamos a utilizar la férmula de integracién por partes
y el corolario ?77.

XPXP = X2X, = [y XodX? + [y X2dX, + (X, X?), = 2 [} X2dX, + [, X, d (X, X), +
[ X2dX, +2 [} X,d (X, X),

=3 [0 X2dX, +3 [} X,d (X, X),

Para expresar X;! como semimartingala, vamos a utilizar la férmula de integracién por partes
y la expresién que tenemos para X ;.

X} = XPX, = [) Xod X3+ [y X3dXA(X, X?), =3 [} X3dX 43 [} X2d (X, X) + [} X3dX -+
(X, X?),

Para terminar, necesitamos encontrar (X, X?*) . Para esto, definamos N; = 3 f(f X2dM, =
3f0t X2Z.dW,. Entonces:

(X, X3, = (M,N), =3 [ Z,X?Z,ds =3 [} X?Z2ds

Pero:

(X, X), = (M, M), = [ Z2ds

Por lo tanto:

(X, X%), =3 [y X222ds = 3 [, X2d (X, X)),

Asi que:

X =3 [ X3AX, 43 L X2 (X, X), + [ X3dX. + (X.X7),
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=3 [0 X3dX, +3 [ X2d (X, X), + [y X3dX, +3 [y X2d (X, X),
=4 [y X3dX, +6 [} X2d (X, X),
Para tener una férmula recursiva, escribamos los resultados de la siguiente forma:

Sy

= [12X,dX, + 12 (X, X),

fo 3X2dX, + % fo 2) Xd (X, X),

Xi = Jy4XPX, + 3 fJ (4) (3) X2d (X, X)),
De esta forma vemos que la férmula recursiva podria ser la siguiente:

Definiendo F (z) = z", tenemos:

F(X)) = [} F' (X)) dXs + % [T F"(X,) d (X, X),
Teorema 9. X[' =n [| X' 'dX, + in(n — 1) [} X172d (X, X),

Demostracién

Para n = 1 la igualdad es evidente.

Supogamos que es vilida para n = k; es decir:

XF =k [{ XFaX, + Ik(k - 1) [} XF2d (X, X),

Entonces:

X = XFX, = [y XodXF + [) XEdX, + (X, X"),

=k [y X XElaX, + 3k(k — 1) [y X, XE2d (X, X), + [y XFdX, + (X, X"),
= 30k = 1) fy XE(X,X), + (6 X9, + (k1) fi XEdX,
Se tiene:

Xy =A+ M,

Definamos N; = fot kX*1Z dW,. Entonces:

(X, X*), = (M,N), =k [} Z,XF 1 Z,ds = k [, X} 2%ds
Pero:

(X, X), = (M, M), = [] Z2ds

Por lo tanto:
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(X, XF), =k [y XE122%ds = k [ XE1d (X, X),

Asi que:

XF = 1k(k — 1) [y XF1d (X, X), + (X, XP), + (K + 1) [, XFdX,
=Lh(k — 1) [) XE' (X, X), + K [y XEY(X, X)), + (k+ 1) [ XPdX,
= (k+1) [ XEdX, + 2k(k+1) [} XF1d (X, X),

Gracias a la linealidad de la integral, se obtiene, para un polinomio p :
p(X:) = p(Xo) + [1 p/(Xs)dX, + L [T p"(X,)d (X, X),

Mediante un proceso de limite, esta férmula se extiende a todas las funciones F' : R — R de
clase C?:

F(X;) = F(Xo) +f0 FI(X)dXs + 3 fOF” )d(X,X)S
Este resultado es conocido como la férmula de Ito.

Se puede extender la férmula de Ito al caso multidimensional. Para el caso de dos semi-
martingalas, (X;) y (Y;) y una funcién F : R? — R de clase C?, la férmula es como sigue:

F(Xta}/;f) = F(XOa}/O +f0 X57Y dX +f0 XsaYs)dY

L [ FL (X YA (X X), + 4 ! Fy(X YA (YY), + 7 Fay(Xe, Y)d (X, 1),
La férmula de Ito unidimensional puede escribirse en la forma siguiente:

[y FI(X,)dX, = F(X,) — F(Xo) — & [ F"(X,)d (X, X),

En particular:

[y F'(W,)dW, = F(W,) — F(Wo) — & [J F"(W,)ds

También, como caso particular, se tiene:

F(t,W,) = F(0,Wo) + [y Eu(s, W,)ds + [} Fy(s, W) dW, + L [3 F,, (s, W,)ds
Asi que:

[y Fy(s, Wo)dW, = F(t, W) — F(0,Wo) — [o Fi(s, Wy)ds — 3 [ Fyy (s, Wy)ds

Observemos que la funciones t — F” (Wt) t— F, (t Wt) y t — F,,(t,W,;) son continuas, asf
que las integrales fo F"(Wy)ds, fo (s,Wy)ds y fo (8, Wy)ds son integrales de Lebesgue.



13. CALCULO DE INTEGRALES ESTOCASTICAS

Las férmulas anteriores nos permite realizar el cdlculo de algunas integrales estocdsticas,
expresandolas en términos de integrales de Lebesgue. En particular, la férmula del caso
unidimensional nos permite calcular integrales estocdsticas a partir del cdlculo de la integral
no estocdstica indefinida correspondiente ya que si g es una funcién de clase C? y denotamos
por f a su derivada, entonces se tiene [ f (z)dz = g (x); aplicando entonces la férmula de
Ito, se obtiene:

S FW)aW, = g(Wy) — g(Wo) — L [ f/(W)ds

El procedimiento se puede mecanizar: si queremos obtener la integral estocéstica fg f(Wg)dWs,
evaluamos la integral indefinida [ f () dz y, con la derivada de f, obtenemos inmediatamente
la integral estocdstica en términos de una integral de Lebesgue.

Ejemplos

1. Como [ z"dzr = —=2"*! y la derivada de f (z) = 2" es f' (x) = na""!, entonces:

+1

Jo Wrdw, = Lwptt — 2 [tiwneids

nt1
2. Como [ e*dz = e” y la derivada de f () = e® es f' (x) = e, entonces:
[y eVedi, = et —1 -1 [T eWeds

3. Como [ a"e®dr = e 3 p_o(—1)" " mak y la derivada de f(z) = z"e” es f'(z) = z"e® +

na" 'e®, entonces:

[wreWedw, = e™e Sp_ (= 1) P Wk 4 (<) = L (WrePs 4 i) ds

4. Como [ coszdr =senx y la derivada de f (z) = cosz es f' (x) = —sen z, entonces:

fot cos WydWs = senW, + %fg senWyds

5. Como [ sen zcoszdr = Lsen’z y la derivada de f(z) = sen zcosz = isen(2z) es
[’ (z) = cos (2x), entonces:

[y senW, cos WydW, = Lsen?W, — L [ cos (2W,) ds

6. Como [ zsenx dx = senz—x cosx y laderivadade f (z) = xsenz es f' (x) = senz+x cosx,
entonces:

fot WysenW,dW, = senW, — W, cos W, — 3 fg (senW, + W, cos Wy) ds
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7. Como [e"senwzdx = 1e”(senz —cosz) y la derivada de f(z) = e"senz es f'(z) =

e” (senx + cos x), entonces:

fot s senWodW, = %eWt (senW; — cosWy) + £ — 1 fot es (senW, + cos W) ds

2 2

8. Como fx2 (1 — x)n dr = _L (1 — x)n+3+2n—1’—2 (1 — $)n+2 — %_’_1 (1 — Jf)n+1 y la derivada

de f(z)=a22(1—x2)"es f'(x ) 21 (1 —x)" —na® (1 —2)"", entonces:

Sy W21 = W) dW, = — Lo (1 — W)™ + 215 (1 - W)™ — L (1 — wy)"™!

_1
n+3 n+2
Jy [2w

1 1 1
n+3 2n+2 + n+1

(1—=Wy)" —nW2(1—W,)" '] ds

Cuando el proceso a integrar depende tanto de t como de W;, conviene utilizar la férmula
de Ito bidimensional.

9. Tomando F'(x,y) = x2"e?, se obtiene:

Ve = F(t,W,) =n [ s"'eVeds + [ s"eWedW, + L [ smeWed
Asi que:

fo neWs dW, = tmes nfot s LeWsds — %fo neWs ds

10. Tomando F' (z,y) = €™, se obtiene:
eWe = F (t,W,) = 1+ [o WeetVeds + [ seWedW, + 3 [ s%eWeds
Asi que:

fo seWsdW, = et — 1 — fo WeesWsds — fot 2e5Ws (s



